§3. Opérateurs Adjoints

Opérateurs linéaires Adjoints dans les espaces normés

Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E & valeurs
dans un espace normé F' alors, pour tout ¢ € E et ¢»p € F, on définit les
fonctionnelles linéaires bornées U € F* = L(F,K) et V € E* = L(E,K) avec
K = (R ou C) comme suit

—
—

et

3
SIS

— K
Vip = Vip)

L’opérateur noté A* défini sur F™* dans E* est dit opérateur adjoint de A
si l'on a, pour tout U € F* et V € E*

- FE*
A U = ANU) = U(A(p)) = V(p),
ou encore
E4 F YK
Ar=UoA: o — Alp) — U(A(p))
Lemme 1
Soit @ un élément d’'un espace normé E, (¢ € E) alors, il existe une
fonctionnelle linéaire V € E* telle que ||V =1 avec
Vie) = llell -
Démonstration

1l suffit de voir le théoréme de Hahn-Banach dans les espaces de normés.

Lemme 2
Soit ¢ un élément d’un espace normé E, (¢ € E) alors, la norme |||
est définie par

el = max{|V')|; Ve E", V] =1}



Démonstration
En vertu du lemme 1, il existe U € E* telle que ||U|| = 1 avec la relation
U(p) = |||l - D’ou pour tout V' € E*, avec |V] =1, on a

V() < llell = U(p)-

Proposition 1

Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E a valeurs
dans un espace mormé F alors, l'opérateur Adjoint A* est un opérateur
linéaire borné de F* dans E*. De plus, on a

A= 1A%

Démonstration
Pour tout ¢ € E, on pose

ou encore

V = A*U) = U(A)

Il est clair que la fonctionnelle V(¢) = U(A(p)) est bornée comme produit
de deux opérateurs bornés la fonctionnelle U et 'opérateur A. Autrement dit

[A*(D)] < [AT[IU]]
De plus, on a
[ASO) || = [[UA < U A]

D’ot1, on obtient
AT < 1Al

Inversement, en vertu du lemme 2, il vient
[A(@)l = max{|U(A(p))|; Ue€E*, [U]=1}

E
= max{|A*(U)(p)|; UeE", |U|=1}
< 1A el

D’ot, on obtient
[A < A

Propriétés



Soient Ay et Ay deux opérateurs linéaires définis sur un espace normé E
dans un espace normé F et Az un opérateur linéaire défini sur F' dans un
espace normé Z alors, on a les relations suivantes

(A + Ag)* = At + AL,

(AAL)* = MA*, pour tout A\ € C.
(A7) = Ar

(A1 A3)* = A5AS

Opérateurs linéaires Adjoints dans les espaces de Hilbert

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H; a valeurs
dans un espace de Hilbert H,, 'opérateur linéaire noté A* défini de H, dans
H; est dit opérateur adjoint de A si 'on a pour tout ¢ € Hy et 1) € Hy

<A<107 w>H2 = <§07 A*¢>H1 s

Remarque 1

L’opérateur adjoint A* est défini sur lespace de Hilbert Hj & valeurs
dans l’espace de Hilbert H;. Mais les espaces de Hilbert H; et Hj sont
respectivement linéairement isométriques a H; et Hs.

Théoréme 1 (Existence de 'opérateur adjoint)
Soit A un opérateur linéaire borné, défini sur un espace de Hilbert H,
a valeurs dans un espace de Hilbert Hy alors, il existe un opérateur linéaire
borné unique noté A* défini de Hy dans H, tel que l'on a pour tout ¢ € H,
et Y € Hy
<A<10777Z)>H2 = <80uA*¢>H1 :

De plus, on a

FA =l A

Démonstration

e Fixistence

En effet, pour tout ¢ € Hy et ¢ € H,, on définit une fonctionnelle linéaire
bornée U de H; dans K = (R ou C) comme suit

H1 — C
o = Ulp) = (Ap,9).
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- La fonctionnelle U est linéaire car, pour tout ¢, 9, € Hy, ¥ € Hy et
ay,as € K on a

(Aarpy + a2py), ¥)
= (A(a1py) + Alazp,), 1)
(A(arpy), ¥) + (A(aap,), ¥)
= a1 (Apy, ¥) + az (Apy, ¥)
= aU(a1py) + aaU(py).

U<041901 + a2g02)

- La fonctionnelle U est bornée car, pour tout ¢ € Hy et 1) € Hy, on a

U] = [Ap, )]
< [ Ae |
< Al -

En vertu du théoréeme de Riesz, il existe un élément unique f € H, tel
que

Ulp) = (A, ¥) = (¢, f)
cette égalité définie un opérateur noté A* de H, dans Hitel que
A=,

ou encore
Ulp) = (Ap,¥) = (¢, A").
o Unicité
Soient A7 et A} deux opérateurs adjoints de l'opérateur A alors, pour
tout ¢ € Hy et ¢ € Hy, on écrit

(A, ¥) = (p, AjYp) = (@, A3Y) .
Autrement dit, pour tout ¢ € Hy et ¢ € Hy, on a

(i, AJ) = (g, A3)) .

D’ot1, on obtient
A = Ay
ou encore

A = A3
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e Linéarité de l'opérateur adjoint A*
Pour tout ¢ € Hy, 91,95 € Hy et a1, a5 € K, on a

(p, A" (a1thy + aothy)) = (A, a1thy + aathy)
= (Ap, a1yy) + (Ap, asthy)
= a1 (Ap, ) + @ (Ap, )
(@, A*y) + 0 (@, A™y)
(9, 1 A"Y) + (@, aaA%thy)
(0, 1 A"y + a0 A™,)

D’oti, on obtient
A*(Oélwl + Oéng) = OélA*wl + OéQA*wQ.

e Fgalité des normes || A|| et || A*|]
Il est clair que ’'on a

lAl* = (A", A*y)
= (AA™),9)
< [[AA™ [[¥]]
< [A[IA [l -
Apreés simplification, on obtient
A" [[<[| Al &1l
ou encore
A" <[ A

De plus, on a

[Ap|* = (Ap, Ap)

= (A"Ap,p)
A" Ap|| ||l
[A*[[ [[A][ [l -

IAINA

Apres simplification, on obtient

I Ap < A" [l ¢ I,
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ou encore

A<l A™ -

D’ou, I’égalité des normes
A =] A ] -

Proposition 2
Soient A; et Ay deux opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert
H, dans un espace de Hilbert Hy alors, on a les relations suivantes

o (A + Ay = A7+ A5
o (MNA)* = AA7, pour tout X € C.
(] (AT)* = Al.

Démonstration
e Pour tout ¢ € Hy et ¢ € Hy, on a

(@, (A1 +A)"Y) = ((A1+ A)p, )
(Arp + Axgp, )
{(A1p, V) + (A2, 9)

= (v, AlY) + (@, A3Y)
(p, ATV + A30)

(o, (AT + A)¥)
D’ou la relation
(A1 + A2)"p = (A} + A3,
ou encore
(A + Ay)* = Al + A5,
e Pour tout p € Hy, ¢ € Hy, et A € K, on a

(p, (AN Y) = (Mg, ¥)
= A{Aip, 1Y)
= My, ATY)
= (p, M)



D’ou la relation

(A" = AATY,

ou encore

(A" = NAL
e Pour tout p € Hy et Yy € Hy, on a

(Arp, ¥) {0, ATY)

)

= (¥, (AD)*v)
((AD) "%, )

D’ot la relation
Arp = (A7),
ou encore

(A7) = A

Proposition 3

Soit Ay un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy dans
un espace de Hilbert Hy et Ay un opérateur linéaire défini dans Ho dans un
espace de Hilbert Hs alors, on a la relation suivante

(AsAr)” = A} A5

Démonstration
En effet, pour tout ¢ € Hy et ¢ € Hz, on a

(@, (A2A1)"Y) ((A241)p, )
(A2(A1),¥)
(Arp, ASY)
(p, ATA5)

D’ou la relation
(A2A1) ) = (ATAS)Y,

ou encore

(AgAy) = ATAS



Proposition 4

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy dans
un espace de Hilbert Hy admet un inverse A~ alors l'opérateur adjoint A*
admet aussi un inverse ( A*)71.. De plus, on a

( A*>—1 — (Afl)*

Démonstration
En effet, 'opérateur A étant inversible alors, on a

AAT = ATTA=1T.
Par passage a ’adjoint des deux membres, on obtient
(AA™HY = (A1 A =T
En vertu de proposition 2, il vient
(A1) A* = A*(A71)* = [*,

D’ou I'existence de I'opérateur inverse (A*)~! de A*.
Autrement dit, on écrit

(A*)—l = (Afl)*.

Proposition 5
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy dans un
espace de Hilbert Hy alors, on a

N(A) = {p € Hy, Ap =0} = R+(A"),

ou encore

N(A*) = {yp € Hy, A" =0} = RH(A).

Démonstration
En effet, soit ¢ € ker A alors, pour tout ¢ € Hs, on a A*¢) € R(A*). De
plus

(A, 1) = 0= (p, A") .

D’oil, on obtient ¢ € R+(A*), ou encore

N(A) € RH(A").
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Inversement, soit § € R*(A*) alors, pour tout ¢» € Hy, on a A*) € R(A*).
De plus

(0, A*) = 0= (A0,7) .
D’ot, on obtient § € N(A), c’est a dire
R-(A") € N(4),
ou encore
N(A) = RH(A").

Pour la deuxiéme égalité, il suffit de remplacer 'opérateur A par A* dans
la premiére égalité et en vertu de la proposition 1, il vient

N(A") = R-((A")") = R~ (A).

Théoréme 2

Soit A un opérateur linéaire compact, défini sur un espace de Hilbert Hy
dans un espace de Hilbert Hy alors, l'opérateur adjoint A* défini de Hy dans
H, est ausst un opérateur linéaire compact.

Démonstration

Soit 1,, une suite bornée de H alors, il existe une constante positive M
telle que, pour tout n € N, on a || ¢, ||[< M, lopérateur A étant compact
de H; dans H, et 'opérateur A* est borné de Hy dans H; alors, I'opérateur
produit AA* défini de Hy dans Hs est un opérateur compact comme produit
de deux opérateurs I'un compact et ’autre borné. D’otl I'existence d’une sous
suite 1, de v, telle que la suite AA*(z,, ) soit convergente dans H

= || @, - ¢, ’2
) P —
_ <AA* (G, = V) U, — %>

_ <AA*%p — AAY, P, — wnq>

“AA*wnp - AA*wnq } wnp - wnq
2Me,

o - w0,

IA

IA



ce qui montre que la suite A*1,, —est de Cauchy dans un espace de Hilbert.
D’ot la convergence de cette suite A*,, dans Hj.

Opérateurs auto adjoints
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui
méme alors, 'opérateur A est dit opérateur auto adjoint si, on a la relation

A=A"
ou encore, pour tout ¢, € H

(Ap, ) = (p, AY) .

Remarque 2
Le produit de deux opérateurs auto adjoints n’est pas en général un opéra-
teur auto adjoint.

Lemme 1
Soient A et B deux opérateurs linéaires auto adjoints définis sur un espace
de Hilbert H dans lui méme alors, pour que l'opérateur produit AB soit

un opérateur auto adjoint il faut et il suffit qu’ils commutent, c’est a dire
AB = BA.

Démonstration
En effet, pour tout ¢,v € H, on a
(ABp,v) = (¢,(AB)"Y)
= (¢, B"A™Y)
= (¢, BAY)
(p, ABY)

D’ou, on obtient.
(ABp,¢) = (p, ABY)

ou encore

AB = (AB)".

Théoréme 3

Soit A un opérateur linéaire auto adjoint défini sur un espace de Hilbert H
dans lui méme alors, l'opérateur puissance A" est un opérateur auto adjoint
pour tout entier n € N.
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Démonstration
En effet, pour tout ,% € H, on suppose que la relation est vraie pour
tout n > 1, alors, on obtient

<An+130,1/1> —

Proposition 5
Soit A, une suite d’opérateurs linéaires auto adjoints définis sur un espace
de Hilbert H dans lui méme, si la suite A, converge faiblement vers A

lim (A,p,v) = (Ap,v), pour tout ¢, € H,

n—oo

alors, A est un opérateur auto adjoint.

Démonstration
En effet, pour tout ¢,9 € H, on a

(Anp, ¥) = (@, Ant)) .

Passons a la limite des deux membres, on obtient

lim (A, ¢) = (o, An¥))

111
n—00 n—00

ou encore
(Ap, ) = (p, A).
Remarque 2
Soit. A,, une suite d’opérateurs auto adjoints A, converge fortement vers
lopérateur A, c’est a dire
lim A, = Ay, pour tout ¢ € H.

alors, 'opérateur A est un opérateur auto adjoint.

Remarque 3
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Soit. A,, une suite d’opérateurs auto adjoints A, converge en norme vers
lopérateur A, c’est a dire

lim [|A, — A =0,
n—oo
alors, 'opérateur A est un opérateur auto adjoint.

Théoréme 4
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui
méme alors, opérateur A est un opérateur auto adjoint si et seulement si
pour tout p € H, on a
(Ap,p) =a €R,

Démonstration
e Premier cas. (Ap,p) € R
En effet, pour tout ¢, € H, posons

Y = ((Ale+i), o +iv) — (Alp — i), o —iv))).

En vertu de la relation < Ap,p > est un réel pour tout ¢ de H, les
valeurs de X et Y sont aussi réelles. De plus, il est simple de vérifier que ’on

a
X Y
(Ap, ) = 1 + "I

De méme, on a aussi 1’égalité

(A, ) = (AW + @), v+ @) — (Al — ), ¢ — )

+i ((A(Y + i), +ip) — (AW — i), ¥ — ip))
X_ Y

4 4

Autrement dit, il vient

X
4

X Y y
(Ap, ) = 7 i i = (A, @) = (p, AY)

ou encore

A=A"
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D’ou A est un opérateur auto adjoint.

o Deuxiéme cas. A auto adjoint
Pour tout ¢ € H, on a

(Ap, o) = (@, Ap) = (Ap, p).

D’ott 'expression < Ap, ¢ > est un réel.

Proposition 6
Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert H dans
lui méme alors, il existe deux opérateurs linéaires, bornes, auto adjoints U
et V tels que
A=U+1iV

Démonstration

En effet, il suffit de prendre U = —(A+ A*) et V = —(A — A*)

1 1
2 21

Opérateurs antiauto adjoints

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui
méme, on dit que A est un opérateur antiauto adjoint si, on a la relation

A=-A"
ou encore, pour tout ¢, € H

(Ap, ) = = (p, AY) .
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