§2. Opérateurs Compacts

Opérateurs linéaires compacts

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé FE dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G
dans F a un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit,
la ferméture A(G) est compacte.

Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,}
de G, il existe une sous suite {u,)} qui converge dans F.

Théoréme 1 (critére de compacité)
Un opérateur linéaire A : E — F est compact si et seulement si pour
toute suite bornée ¢, de E, la suite Ay, contient une sous suite convergente

de F.

Démonstration
Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’un ensemble borné et un
ensemble relativement compact.

Théoréme 2
Une combinaison linéaire A = aA1+ SAy des opérateurs compacts est un
opérateur compact.

Démonstration
Soit {,,} une suite borné de E et soit { Ay, } une suite de F| alors

A, (x) = aAip, (x) + BAsp,(T), avec ¢, € E, n € N.

A; et Ay étant compacts, on peut extraire de {A;¢, } et de {Asp,,} deux
sous suites convergentes qui donne par leur somme une sous suite convergente
de {Ap,}, donc A est compact.

Théoréme 3
Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des
opérateurs A ou B est compact.



Démonstration

Soit {¢,,} un suite bornée de £, alors si B est un opérateur borné la suite
By, (z) est aussi bornée, et de la compacité de l'opérateur A il existe une
sous suite de A(By,,(x)) qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, (x) une
sous suite convergente By, (), et de la continuité de 'opérateur A car il est
borné la suite A(Bp,,(z)) converge, ce qui implique que AB est compact.

Théoréme 4
Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit { A, } une suite
d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en morme vers l’opérateur

linéaire A de E dans F
lim || A, —A|=0.
Alors A et compact.

Démonstration

Soit {¢,,} une suite bornée de F, 'opérateur A; étant compact, on peut
extraire de la suite {A;¢p, } une sous suite convergente; soit {¢!} une sous
suite de {¢, } telle que, {A;©}} soit convergente.

De la méme fagon, on peut extraire de la suite {Aspl} une sous suite
convergente, car Ay est compact; soit {2} une sous suite de {©}} telle que,
la suite {Asp?} soit convergente.

Remarquons que, la suite {A;p?} est une sous suite de la suite conver-
gente { A1l } qui & son tour convergente.

En raisonnant de la méme facon, pour les opérateurs Ay, As, ..., 4,, ..., on
détermine les suites {1}, {02}, ..., {¢P},.... Il est & remarquer que la suite
{¢P} est une sous suite de toutes les suites qui lui précedent et que les suites
{ArpP} sont convergentes pour (k =1,2,...,p).

Comme l'espace Y est complet, pour la compacité de 'opérateur A il
suffit de montrer que la suite { AP} est une suite Cauchy, alors

| Aph — Al [|[<[| Aph — Anh || + || Anh — Anl || + || Anll — Apl ||
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ensuite choisissons N tel que, pour tous les p > N et ¢ > N, on a la relation

Soit || ¢, ||< M; choisissons n de sorte que 'on a | A — 4, ||<

| App? — Al ||< % car la suite {A,¢P} est convergente.



Dans ces conditions, on aura pour tout p et ¢ suffisamment grands.
I Ay, — Al [[< e

Théoréme 5
Soit A un opérateur borné de E dans F, a image A(FE) de dimension
finie. Alors A est compact.

Démonstration

En effet, car 'opérateur A transforme tout ensemble borné G de F & un
ensemble borné A(G) dans un espace de dimension finie A(F) ce qui implique
que A(G) est précompact.

Lemme 1
Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que, G # E, alors
il existe un élément ¢ € E, avec ||¢ ||= 1 tel que, pour tout ¢ € G, on a

le—0¢||>a, avec 0<a<1

Démonstration
En effet, soit f un élément de E tel que f ¢ G alors, on a

AR YA
inf | f=¢ll=65>0,

choisissons un élément ¢ € G tel que,

pllf=vl<

Y

LI

soit ¢ le vecteur donné par
oo S
[

alors le vecteur ¢ est de norme égale a l'unité (|| ¢ ||=1).
De plus, on a

le—ol =|f+¢6||f—{@/}+(||f—¢||¢)}ll

v

e
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Théoréme 6
L’opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E
est de dimension finie.

Démonstration

Soit ¢, un élément de F, tel que || ¢, ||= 1, alors G| = span{y,} est un
sous espace fermé de E car G est de dimension finie. D’apres le lemmel,
il existe un élément p, € E, tel que || ¢, [|= 1 et || ¢, — @, ||> 5. Prenons
une deuxiéme fois le sous espace fermé Gy = span{p,, ¢, }, il existe alors un
élément @3 € E avec || @3 [|[=1, || o1 — ¢35 [|[> 5 et || ¢ — 5 ||> 3. On répete
la méme procédure jusqu'a lobtention d’un suite {¢, } vérifiant || ¢, ||= 1
et || ¢, — ¢m [|[> 5, pour tout m # n.

Il est & remarquer que cette suite {(, } est bornée mais elle ne contient
aucune sous suite convergente. C.Q.F.D.

Corollaire 1

La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-
pact.

En effet, il suffit d’appliquer le théoréme6, car la boule unité B(0, 1) est sa
propre image dans ’espace X de dimension infinie par 'opérateur identique

Théoréme 7
Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Démonstration
En effet, si on désigne par

B(0,1)={z e X, ||z|<1},

la boule fermé de rayon 1'unité, alors 'ensemble A(B(0,1)) est compact, donc
borné, c’est a dire

|Az|| < oo et par conséquent, sup ||Az| < oo,
=<1

ce qui signifie que 'opérateur A est borné.
Réciproquement, 'opérateur identique I de F dans E est borné mais il
n’est pas compact.



Théoréme 8
L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opéra-
teur compact.

Démonstration
Soit E un ensemble borné de C(G) alors, on a

| ¢ |[< M pour tout ¢ € E.
De plus,

| Ap(z) <K M | G | ma)é|K(x,y) |, Vo € G et Vo € E,
z,ye

cela veut dire que A(FE) est borné.
L’opérateur K est uniformément continu sur le compact G' x G, d’ou

Ve>0, 30 >0, Ve,y,z € G, |z —y |<d =| K(z,2) — K(y,2) |<

MG |
d’ou
| Ap(z) — Ap(y) |[< e pour tout p € E et z,y € G, avec |z —y|<é.

Ceci exprime que 'ensemble A(F) est équicontinu, d’ou A(F) est rela-
tivement compact d’apres le théoréme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact.

Noyau faiblement singulier
On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G
C R" x R™ sauf peut étre aux points x = y et telle que,

M

|z —y [’

Ve,ye G, x#y, IM >0, | K(x,y) |< 0<a<n

Théoréme 9
L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

Démonstration
Il est & remarquer que 'opérateur

Ap(x) = /G ke, y)o(y)dy, o,y € G

5



existe comme une intégrale impropre, car

| K(z,y)e(@) [SM [[elllz—y[*".
De plus, on a

Wn

d
/ |z —y " dy < wn/ P dp = —de,
G 0 o

ol w, désigne la surface de la sphére unité dans R", et d le diamétre de
I’ensemble G.

Construisons maintenant une suite d’opérateurs compacts A,, conver-
gente vers I'opérateur A et telle que, on a

lim || A— A, |=0.
p—o0

Soit h une fonction continue par morceau, définie sur [0, c0[ & valeurs
dans R, par

0 si 0<t<3
h(t)=¢ 2t—1sii<t<1 |

X si 1<t< o
le noyau K, défini sur G x G a valeurs dans C, par

hiplx—yl|) six#y
Kp(l'a:U):{ O( |Sll‘:l/)

est un noyau continu pour tout p € N et par conséquent, les opérateurs
intégraux A, sont compacts. De plus,

Apw) ~Awp) | =l [ (ke DY ey

% a—n n—1
SMlellwn [ p*"p" dp
0

Wn
sMllell 25 w€@

Il est aisé¢ de remarquer que la suite des opérateurs A,y converge uni-

formément vers Ap quand p — oo, d’oul 'opérateur Ay est un élément de
C(G), de plus

Wn
— — 0, lorsque p — oo,

A—A ||IKM
4= 4, <02



cela implique que 'opérateur A est compact.

Théoréme 10
L’opérateur intégral A de C(0G) dans C(0G) a noyau continu ou & noyau
faiblement singulier est un opérateur compact sur C(0G) si OG est de classe

ch
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