
Théorème d�existence et d�unicité
(Méthode de contraction)

Le principe des applications contractantes est utilisé pour la démonstra-
tion de nombreux théorèmes d�existence et d�unicité des solutions des équa-
tions di¤érentielles, fonctionnelles et intégrales.

Théorème (dit théorème d�existence et d�unicité)
Soit l�équation di¤érentielle suivante

:
x = f(t; x); (1)

où f(t; x) est une fonction continue de deux variables (t; x) sur l�ensemble

D = f(t; x) 2 R� R; j t� t0 j� a; j x� x0 j� bg � U;

et satisfait à la condition de Lipschitz en x

j f(t; x2)� f(t; x1) j� L j x2 � x1 j 8(t; x1); (t; x2) 2 D:

Alors, il existe une solution et une seule x = '(t) de l�équation (1) dé�nie
sur l�intervalle T =]t0 � d; t0 + d[; avec d � a et satisfait à la condition

'(t0) = x0 (2)

Application contractante
Soit E = (X; �) un espace métrique, une application A dé�nie sur E à

valeurs dans E est dite contractante s�il existe un nombre positif K 2]0; 1[
tel que, pour tout point x; y 2 E; on a

�(Ax;Ay) � K�(x; y); (3)

c�est à dire
k Ay � Ax k� K k y � x k :

Proposition
Toute application contractante est continue.
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Démonstration
En e¤et, en vertu de la relation (3) ; on a

xn ! x implique Axn ! Ax; (n!1)

Point �xe
Un point x 2 E est appelé point �xe de l�application A si, on a

Ax = x;

en d�autre terme, les points �xes sont les points solutions de l�équation

Ax = x:

Théorème
Dans un espace métrique complet E toute application contractante A ad-

met un point �xe et un seul.

Démonstration

Existence
Soit x0un point de E et soit fxng la suite dé�nie par

x1 = Ax0; x2 = Ax1 = A2x0; :::::::; xn = Axn�1 = Anx0; :::::::

alors cette suite est de Cauchy car pour m � n; on a

�(xn; xm) = �(Anx0; A
nxm�n) � Kn�(x0; xm�n)

� Kn[�(x0; x1) + �(x1; x2) + :::+ �(xm�n�1; xm�n)]

� Kn�(x0x1)[1 +K +K2 + :::::+Km�n�1]

� Kn�(x0; x1)

1X
i=0

Ki = Kn�(x0; x1)
1

1�K
:

Comme 0 < K < 1; cette valeur peut être rendue aussi petit que l�on
veut lorsque n augmente indé�niment, l�espace E étant complet alors la suite
de Cauchy fxng converge, soit

x = lim
n!1

xn:
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L�application contractante A est continue, alors

Ax = A lim
n!1

xn = lim
n!1

Axn = lim
n!1

xn+1 = x:

D�où l�existence d�un point �xe pour l�application contractante A.

Unicité
Soient x et y deux points �xes alors, on a

Ax = x et Ay = y

en vertu de la relation (3)

�(x; y) = �(Ax;Ay) � K�(x; y);

d�où
0 � (1� k)�(x; y) � 0) (1�K)�(x; y) = 0:

Comme (1 � K) 6= 0; alors �(x; y) = 0 d�où le résultat voulu x = y:
C.Q.F.D.

Démonstration (Théorème d�existence et d�unicité)
Comme il est connu la relation

:
'(t) = f(t; '(t));

avec la condition initiale

'(t0) = x0;

est équivalente à l�équation intégrale

'(t) = x0 +

Z t

t0

f(� ; '(�))d� (4)

Soit A une application dé�nie comme suit, pour toute fonction ' il existe
une fonction '� telle que

'�(t) = (A')(t) = x0 +

Z t

t0

f(� ; '(�))d� (5)
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ou symboliquement,
'� = A';

la solution de l�équation symbolique (4)

' = A' (6)

est un point �xe de l�opérateur A:
Soit G le domaine donné par

G = f(t; x) 2 R� R; j t� t0 j� r; j x� x0 j� bg � D;

avec
r � a: (7)

Désignons par 
 la famille de toutes les fonctions continues sur le seg-
ment [t0 � r; t0 + r]; dont le les graphes passent par G; d�où la fonction '(t)
appartient à la famille 
 si et seulement si 8t 2 [t0 � r; t0 + r]; on a

j '(t)� x0 j� b: (8)

Le problème est de trouver le nombre r tel que les deux conditions

� ' 2 G) A' 2 G
� 9K 2]0; 1[; k A'� A k� K k '�  k; 8';  2 G

soient véri�ées.
Pour la première condition, montrons que pour tout t 2 [t0 � r; t0 + r];

on a
j (A')(t)� x0 j� b: (9)

En e¤et,

j (A')(t)� x0 j�
Z t

t0

j f(� ; '(�)) j d� �Mr; j f(� ; '(�)) j�M;

d�où la première condition est remplie pour

r � b

M
: (10)
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Pour la deuxième condition, on a

j (A')(t)� (A )(t) j�
Z t

t0

j f(� ; '(�))� f(� ;  (�)) j d�

� L

Z t

t0

j '(�)�  (�) j d� � L k '�  kj t� t0 j� Lr k '�  k;

d�où
max

t2[t0�r;t0+r]
j (A')(t)� (A )(t) j� Lr k '�  k

autrement dit
k A'� A k� Lr k '�  k :

ainsi la deuxième condition est véri�e si

r � K

L
; (11)

avec K 2]0; 1[ et L la constante de Lipschitz. D�où les conditions aux
dessus sont remplies pour la famille 
; avec le nombre r véri�ant les inégalités
(7) ; (10) et (11) :
Posons

�(';  ) =k '�  k; 8';  2 
:
L�espace métrique F = (
; �) est complet comme sous espace fermé de

l�espace complet de toutes les fonctions continues sur [t0 � r; t0 + r]:
Comme K 2]0; 1[ et A' 2 F; 8' 2 F; l�application

A : ' 7! A' est contractante.

En vertu du principe des applications contractantes l�équation A' = '
admet une solution et une seule dans l�espace F avec la condition

d = min(a;
b

M
;
K

L
):
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